Uvod

Publikace ,,Metody fesSeni soustav algebraickych rovnic“ je urcena predevsim
poslucha¢tim ucitelskych kombinaci s matematikou na Prirodovédecké fakulté
Univerzity Palackého v Olomouci jako opérny studijni text ke specidlnimu se-
minaii ,,Metody feseni matematickych tloh“ a také dalsim zdjemctim o TeSeni
nadstandardnich matematickych tloh. Obsahové je zaméfena na problematiku
nic a nékterych diofantovskych rovnic — tj. metod, které nevyuzivaji prostiedky
vy$$i matematiky (specidlné pak numerické metody algebry). V &eské literatufe
se muzeme s podobnou problematiku setkat ve vétsim rozsahu zejména v publi-
kacich [4] nebo [9] a ve starsi brozufe [36].

Tento ucebni text byl zpracovan s cilem lépe osvétlit a priblizit uvedenou pro-
blematiku budoucim (ale také za¢inajicim) stfedoskolskym ucitelim matematiky,
a to jak po strance odborné, tak to strance didaktické. Jsou zde pritom akcen-
tovany rizné pristupy k reseni jednotlivych tloh. Prezentované tlohy pritom za-
mérné presahuji rdmec bézné skolské matematiky, nebot pfi jejich fesenich (pou-
zitych metodéch feseni) 1ze uvedenou problematiku 1épe a podrobnéji komentovat
macich i zahrani¢nich zdroji, pfedevsim pak z matematickych soutézi pro zaky
stfednich skol, vcetné nékolika ptivodnich autorovych tloh. Publikace obsahuje
pomérné velké mnozstvi feSenych i nefesenych tloh zamérenych na tzv. cyklické
soustavy algebraickych rovnic, dale pak na specialni soustavy algebraickych rov-
nic, které obsahuji mensi pocet rovnic (podminek) nez neznamych. Kromé toho
se zde muzete seznamit také s nékterymi specidlnimi metodami pro feseni dio-
fantovskych rovnic zejména algebraického typu. Soubor nefesenych tloh, které
jsou uvedeny v zavérecnych dvou ¢astech publikace, poslouzi ¢tenaii k samostat-
nému procviceni uvedené problematiky. VSechny nefesené tlohy jsou opatfeny
vysledky.
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Zakladni pouzita oznaceni

N — mnozina pfirozenych ¢éisel, N = {1,2,3,...}
No — mnozina celych nezapornych cisel
7, — mnozina celych cisel
R — mnozina realnych cisel
a € A — a je prvkem mnoziny A
a ¢ A — a neni prvkem mnoziny A
A C B — A je podmnozinou B
AU B — sjednoceni (disjunkce) mnozin A a B
AN B — prinik (konjunkce) mnozin A a B
P ANQ — logickd konjunkce vyrokt P a @)
PV (Q — logicka disjunkce vyroki P a @)
(x,y) — usporddand dvojice prvki x,y

a|b — ¢islo a je délitelem éisla b



1. Matematické ulohy a jejich rozdéleni

S matematickymi tilohami se setkavame predevsim ve vjuce matematiky, ale
rovnéz v fadé matematickych aplikaci mimo skolskou praxi. Délime je z nékolika
hledisek — predevsim pak podle obsahu, podle jejich vyuziti ve skolske praxia podle
obtiznosti. Jeden ze zdkladnich pohledii pfi rozliseni matematickych tloh je vsak
jejich rozdéleni podle stanoveného ukolu. Z tohoto hlediska délime matematické
ulohy délime do dvou zakladnich skupin — na tlohy urcovaci a tlohy dikazove.

Urcovaci tlohy dale délime na:

e kalkulativni (,,Vypoctéte ...«, ,Uréete ...“, ,Stanovte ...“, apod.),
e rozhodovaci (,,Rozhodnéte, zda ...*“),
e konstrukéni (geometrické) tlohy,

ulohy na vysSetfovani mnozin boda dané vlastnosti.

V tomto textu se budeme zabyvat vyhradné metodami feseni urc¢ovacich tloh,
které jsou vymezeny v ivodu publikace, tedy metodami resent kalkulativnich wloh
algebraickeho typu, specialné pak elementarnimi metodami feseni soustav neli-
nearnich algebraickych rovnic a dale fesenim nékterych typt diofantovskych rov-
nic.

Pro tplnost pripomenme, ze podle obsahu délime matematické tlohy na alge-
braické, aritmetické a c¢iselné-teoretické, geometrické, kombinatorické, statistické
a smiSené (napf. tlohy z kombinatorické geometrie nebo tlohy z analytické geo-
metrie apod.).

Dalsim délicim kriteriém je vyuzitelnost tlohy, tj. podle postaveni ulohy pri
vyjuce. Zde ulohy délime na motiva¢éni (napf. pfi zavedeni oboru komplexnich
¢isel), ilustrativni (v pritbéhu vykladu), procvicovaci (doméci tlohy po probrani
uréitého tematického celku), diagnostické (pisemkové), kontrolni a testovaci (vétsi
celky, napf. pisemna maturita z matematiky apod.).

Poslednim kritériem pro rozdéleni matematickych tloh je jejich déleni podle
ndrocénosti. Zde rozliSujeme ulohy na bézné — nendro¢né (vhodné k pfimému pro-
cvifeni probraného tématu), stfedné obtizné (diagnostické, pisemkové piiklady)
a problémové (priklady s ,hvézdickou“, nadstandardni tlohy pro matematické
soutéze apod.).



2. Metody reseni soustav algebraickych rovnic

P1i Teseni soustav algebraickych rovnic vyuzivame dvou zékladnich metod,
a to metod vyuzivajicich ekvivalentnich uprav a postupi (mnoZina feSeni dané
ulohy je pak shodna s mnozinou feseni tulohy, kterou dostaneme po provedeni
uprav) a dale metod vyuzivajicich tzv. disledkovijch dprav, kdy mnozina FeSeni
dané ulohy je (ve smyslu inkluze) obsazena v mnoziné feseni tlohy ziskané po
provedeni tprav). Pfi pouziti dusledkové tpravy je vzdy nutno provést zkousku,
ktera je v takovém pripadé soucasti reseni tlohy. Pomoci ni eliminujeme ta feseni,
kterd nevyhovuji dané (puvodni) tloze. Na tuto skutecnost vzdy poukaZeme.

K teseni tloh uvedeného typu vyuzivame casto také nasledujici specidlni me-
tody, kterymi jsou:

e aditivni metoda

e climinac¢ni metoda

e metoda dvojmoci (¢tvercti)

e metoda faktorizace

e metoda nerovnosti a odhadi

e grafickd metoda (postfedky analytické geometrie)

e metoda extremélniho prvku (tj. nejvétsiho, resp. nejmensiho prvku)
e substituéni metoda (specidlné metoda goniometrickych substituci)

P1i feseni nasledné uvedenych tloh jsou prezentovany jednotlivé specialni me-
tody pro Teseni soustav algebraickych rovnic a dale diofantovskych rovnic. K fe-
seni nékterych z nich, jak dale uvidime, je potieba kombinovani a soucasného
vyuziti n€kolika vysSe uvedenych specidlnich metod. U nékterych z téchto tloh je
zminéna také moznost pouziti odlisSnych metod pfi jejich feseni.

V navazujici ¢asti této kapitoly uvadime tiplné feSeni 13 vybranych prikladi,
které pokryvaji vyse uvedenou tematiku. Ve 4. kapitole pak na né pak navazuji
nefesené tlohy urcené k samostatnému procviceni této problematiky. Ve 3. kapi-
tole jsou déle uvedena uplnd Feseni t¥i diofantovskych rovnic (ptiklady (14)—(16))
a posledni — 17. ptriklad miizeme chapat jako soustavu algebraickych rovnic se
specidlnim oborem fesitelnosti (Np), popt. jako soustavu diofantovskych rovnic.
Nebudeme se zde vsak zabyvat podrobnym fesenim tzv. pythagorejské rovnice,
tj. nalezenim vSech celoc¢iselnych feseni rovnice 22 + y* = 22. Jeji iplné feseni lze
nalézt napf. v [36].



Vyse uvedené specidlni metody jsou pri feSeni téchto tloh zastoupeny na-
sledovné (Cisla uvedené za jednotlivymi metodami koresponduji s ¢isly FeSenych
uloh):

e aditivni metoda: 1 (2. a 3. zptisob Feseni), 2, 2A, 2B, 2C, 3, 4 (1. zpisob

feSeni), 5, 8 (1. zpusob Feseni), 11

e climina¢ni metoda: 1 (1. a 2. zptusob FeSeni), 4 (1. a 2. zpusob Tfeseni), 5

e multiplikativni metoda: 17

e metoda dvojmoci: 1 (3. zptlisob Teseni), 2, 2A, 2B, 2C, 3, 8 (1. a 2. zpisob
feSeni)

e metoda faktorizace: 1 (2. zptusob FeSeni), 4 (1. a 2. zptusob feSeni), 5, 14
(1. zptisob Feseni)

e metoda nerovnosti a odhadi: 1 (4. zpisob FeSeni), 6, 7, 8 (3. zptusob FeSeni),
9, 10, 11, 12, 14 (2. zptisob Feseni)

e grafickd metoda (analytickd geometrie): 1 (5. zpisob FeSeni), 8 (3. zpisob
feSeni) a 19 (nefeSend tloha)

e metoda extremalniho prvku: 6, 7

e metoda goniometrickych substituci: 13 a 28 (nefesena tloha)

Pii praci s timto uc¢ebnim textem je vhodné nejprve se podrobnéji seznéa-
mit s jednotlivymi specidlnimi metodami pro feseni soustav algebraickych rovnic
(a déle také diofantovskych rovnic), které jsou prezentovany v této a v néasledujici
kapitole. Az poté doporucujeme pustit se samostatné do feseni tloh uvedenych
ve 4. a v 5. kapitole.

Priklad 1

V oboru reélnych éisel feste (cyklickou) soustavu rovnic

2 +1 =2y, (1)
y?+1 =2z (2)

Uvedeme pét zptisobti feSeni dané cyklické soustavy dvou nelinearnich rovnic,
v nichz poukazeme na podstatné odlisnosti pii jejich pouziti. Lze pfitom ocekavat,
Ze vétsina méné zkusenych fesitelti se nejprve pokusi o feseni této ulohy vyuzitim
elimina¢ni metody, ktera je proto uvedena jako prvni z moznych postupt pii
jejim Teseni.



1. zpUSOB RESENI (elimina¢ni metoda).

Ze rovnice (1) vyjadifme y = 3(2® + 1) a dosadime za y do (2). Po tpravéch

dostavame
2 1 2
<x + ) +1=2z

2
2+ 222 —8r+5=0.

Dospéli jsme tak k algebraické rovnici 4. stupné, kterou vSak (v obecném pii-
padé) stiedoskolskymi prostiedky Fesit nedokazeme. Zkusmo ale zjistime, Ze jejim
kofenem je x = 1. Po déleni mnohoclenu na levé strané této rovnice odpovidajicim
kofenovym cinitelem x — 1 pak dostaneme

(z* +22° —8x+5): (v — 1) = 2° + 2* + 3v — 5.
Vyslednému polynomu pak odpovida nasledujici algebraickd rovnice 3. stupné
2?43z -5=0.

Také v tomto pripadé zkusmo zjistime, Ze tato rovnice ma rovnéz kotfen x = 1.
Opétovnym délenim kofenovym c¢initelem dostaneme jiz kvadratickou rovnici

22 4+20+5=0
s diskriminantem D = —16. Proto rovnice
o' + 20 —8r+5= (v —1)*(2* +22+5) =0

méa dvojnasobny realny kotfen 1 a pfitom dalsi redlné koreny nema. S ohledem na
pouzity vztah y = 1(2% + 1) je pak y = 1.

ZAVER. Dané soustava rovnic méa v oboru redlnych ¢isel jediné feSeni, kte-
rym je dvojice (z,y) = (1;1). Pouzitd metoda nevyuzivala zddnou dusledkovou
upravu, zkouska tedy neni nutnou soucasti feseni.

2. ZPUSOB RESENI (aditivni metoda, metoda eliminace).

Vynésobenim obou stran rovnice (2) ¢islem —1 a seftenim vysledné rovnice
s danou rovnici (1) dostaneme

22 —y? =2y — 2z,
coz po upravé vede k rovnici ve faktorizovaném (soucinovém) tvaru

(x—y)(z+y+2)=0.



Piejdeme tak k feseni soustavy rovnic

2> 4+ 1 =2y, (3)
(r—y)z+y+2) =0, (4)

ktera je ekvivalentni s danou soustavou rovnic (1), (2).

S ohledem na faktorizovany tvar rovnice (4) s pravou stranou rovnou 0 je
tfeba dale uvazit dva pripady

(i) Necht x —y = 0, tj. = y. Po dosazeni za y do rovnice (3) dostdvame
2?2 4+ 1 =2z, tj. (z — 1) = 0. Tato rovnice mé dvojnasobny (realny) koien
x =1, a proto jediné realné feSeni dané soustavy je dvojice (z,y) = (1;1).

(i) Necht z+y+2 =0, tj. y = —x—2. Pak ale 2> +1 = —2(z +2) a po upravé
dostavame nasledujici kvadratickou rovnici

P +20+5=(z+1)*+4=0,

ktera nemé reseni v oboru redlnych cisel.

ZAVER. Jedinym feSenim dané soustavy rovnic je tudiz dvojice (z,y) = (1;1)
realnych c¢isel. Pfi tomto zptisobu feseni jsme provedli opét pouze ekvivalentni
upravy, a proto ani zde zkouska neni soucasti feseni.

3. ZzPUSOB RESENI (aditivni metoda, metoda ¢tverci).

Se¢tenim obou rovnic (1) a (2) a po snadnych upravach dostaneme postupné

(22 +1) + (32 +1)—2x—|—2y,
(2 =224+ 1)+ (Y =2y +1) =
(=12 +(y - 1?—0

Z posledni rovnice plyne, ze nutné je z =1, y = 1.

Pti feSeni jsme vSak tentokrat pouzili disledkovou upravu (posledni rovnice
neni totiz ekvivalentni s danou soustavou rovnic — je pouze jejim dusledkem) a
pro mnozinu feSeni K dané soustavy rovnic a pro mnozinu feseni X' posledni
rovnice plati inkluze K C K'. Provedeni zkousky je tedy v tomto pfipadé nutné
(je povinnou soucésti feSeni tlohy). Pomoci ni se snadno ptesvédéime o tom, ze
dvojice (z,y) = (1;1) je skutecné feSenim dané soustavy rovnic, coz koresponduje
s jiz dfive nalezenym vysledkem.

4. 7zPUSOB RESENI (metoda nerovnosti a odhadi).

Protoze vyrazy na levych stranidch dané soustavy rovnic nabyvaji vyhradné
kladnych hodnot (vétsich nebo rovnych %), jsou x a y kladna realna cisla. K fe-
Seni tlohy nyni vyuzijeme zndmou nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym



priamérem pro libovolnou dvojici nezapornych realnych ¢isel (tzv. AG nerovnost).
Plati

20 =y +1>2\/y2- 1 =2yl =2y =2"+1>2Va? 1 =2|z| = 2,

tj.

2¢ > 2y > 2x,
odkud plyne x = y. Dale pokracujeme stejné napi. jako ve 2. zpusobu TeSeni.
Protoze jsme pri feseni nepouzili zadnou disledkovou tipravu, zkouska neni nutna.

5. ZPUSOB RESENI (uzitim prostfedkt analytické geometrie, graficky)

Prvni z rovnic dané soustavy je po uprave analytickym vyjadienim paraboly
ve tvaru y = %(ﬁ + 1). Jeji graf je soumérné sdruzeny podle osy y kartézského
soufadnicového systému 0xy. Podobné rovnice (2) je analytickym vyjadfenim pa-
raboly z = %(gf + 1), jejiz graf je soumérné sdruzeny podle osy z. Obé paraboly
jsou navic soumeérné sdruzené podle osy I. a III. kvadrantu uvazovaného sourad-
nicového systému, tedy podle ptimky y = x. P¥ipadny prusecik (priseciky) obou
téchto kiivek musi lezet pouze na této primce. Vyuzitim této tvahy jiz snadno
zjistime, Ze obé paraboly se vzajemné dotykaji v bodé P [1;1]. Dostavame tak
stejny vysledek jako ve vSech predeslych postupech. Bodu P pak odpovida dvojice
redlnych ¢isel (z,y), jejiz slozky jsou totozné se slozkami bodu P.

Priklad 2

V oboru reédlnych ¢isel feste (cyklickou) soustavu rovnic

*—3y+4 =z, (1)
Yy’ —3z+4=u, (2)
2 —3r+4=y. (3)

RESEN{. Se¢tenim vSech rovnic (1)—(3), dostaneme po tprave
(2 —de+4)+ (Y —4dy+4)+ (2 —42+4) =0,
tj.
(—2°+(@y—-22+(z-2)?%=0.
Posledni rovnici vyhovuje jedin trojice realnych ¢isel, a to (x,y, z) = (2;2;2).
ZAVER. Vzhledem k pouzité disledkové tipravé plati pro mnozinu feseni dané
tlohy K a pro mnozinu feseni posledni rovnice K’ inkluze L C K'. Je tedy nutné

provést zkousku, pomoci niz zjistime, ze K = K’'. Dana tloha ma tedy jediné
feSeni v oboru realnych ¢isel, a to (z,y, 2) = (2;2;2).
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Zabyvejme se nyni feSenim nékterych ciselné pozménénych variant predeslé
ulohy, abychom poukazali na pfednosti i slabé stranky pouzité metody dvojmoci,
neboli metody ctvercii.

Priklad 2A

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

2’ =3y +3 =z, (4)
Yy’ —3z+4 =, (5)
2 —3r+5=y. (6)

RESEN{. Diisledkovymi tipravami opét dojdeme ke stejné rovnici, dostavame tedy
K' = {(2;2;2)}. Zkouskou se snadno presvédéime o tom, Ze nalezend trojice
(x,y,2) = (2;2;2) ale dané soustavé nevyhovuje.

Soustava rovnic (4)—(6) tudiz nemd feseni v oboru realnych ¢isel.

Priklad 2B

V oboru reélnych éisel feste (cyklickou) soustavu rovnic

2’ =3y +3 =z, (7)
Yy’ —32+3 =u, (8)
2 —3r+3=y. 9)

Se¢teme-li opét vSechny tii rovnice (7)—(9) této soustavy rovnic, dostaneme po
Upraveé
(22 —4r+4)+ () —4dy+4)+ (2 — 42 +4) =3,

a tedy
(2 =2+ (y -2+ (- 2)° = (V3)".

Posledni rovnice je (z pohledu analytické geometrie) rovnici kulové plochy se
stfedem v bodé S [2;2;2] a polomérem r = v/3. Mnozina K’ je tedy nekonecna
(pfesnéji nespocetnd). Vzhledem k tomu, ze K C XK', je t¥eba provést zkousku.
Ta je vsSak prakticky neproveditelna, a proto nelze v takovém piipadé presnéji
specifikovat mnozinu K vsech Teseni dané tulohy.

Vidime tedy, ze metoda ctvercid nema univerzalni uplatnéni a jeji pouziti je
casto omezeno danymi ¢iselnymi parametry.

Poznamka. Pi podrobnéjsim zkoumani dané cyklické soustavy rovnic, které
se opird o vyuziti specialnich metod numerické matematiky pro feseni soustav
nelinearnich rovnic, 1ze vsak pomérné prekvapive zjistit, ze dana soustava rovnic
mé pravé dvé realné feSeni, a to (z,y,2) = (1;1;1) a (z,y,2) = (3;3;3).!

IP¥iklad 2B lze Fesit také jinym zptisobem — nap¥. pomoci metody nerovnosti a odhadd.
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Priklad 2C

V oboru reédlnych ¢isel feste (cyklickou) soustavu rovnic

2 —3y+5 = z, (10)
Yy’ —32+5=u, (11)
2 —3r+5=y. (12)

RESEN{. Se¢tenim vSech tif rovnic (10)-(12) dostaneme nyni po provedeni snad-
nych tprav

(22 —dx +4)+ (P —dy +4) + (2 — 42+ 4) = -3,

(x—22+(y—22+(z-2)*=-3.

Z posledni rovnice je patrné, Zze mnozina jejich feSeni K’ je prazdna. Protoze
K C K, nemé ani dané soustava rovnic (10)—(12) feSeni v oboru realnych ¢isel.

Priklad 3

V oboru reédlnych ¢isel feste (cyklickou) soustavu rovnic

207 + 2zy + 1 = 4z, (1)
2y% + 2yz + 1 = 4a, (2)
22 + 2z + 1 = 4y. (3)

RESEN{. Se¢tenim vSech t¥{ rovnic (1)-(3) po tipravé dostaneme
(22 +y2H 120y —220—2y) + (P + 22+ 14+ 2y 2 — 2y —22) + (2o + 1422022 —21) =

=(@+y—17+y+z-1)°+(+2-1)°>=0 (4)
Z rovnice (4) pak plyne

r+y=y+tz=z+z=1

Resenim této soustavy tii lineadrnich rovnic snadno zjistime, Ze v = y = 2 = %
Zkouskou, ktera je zde s ohledem na pouzitou diisledkovou tipravu soucasti feseni,
jiz snadno ovéfime, Ze nalezena trojice realnych cisel je také fesenim dané soustavy
rovnic.

ZAVER. Dand soustava rovnic ma pravé jedno feSeni v oboru redlnych ¢isel,

ato (z,9,2) = (355 3):
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Priklad 4

V oboru reélnych éisel feste (cyklickou) soustavu rovnic

P ry+z=2, (1)
Ytz =2, (2)
Prrty=2 (3)

1. zpUsoB RESENI. Vynasobenim obou stran rovnice (2) ¢islem —1 a jejim se-
¢tenim s rovnici (1) dostaneme

1'2—y2—(l'—y) :Oa
£,

(x—y)(x+y—1)=0.
Podobné z rovnic (1) a (3) plyne

22— 2 — (v —2) =0,

tj.
(x—2z)(z+2—-1)=0.
Dand soustava rovnic (1)—(3) je tak ekvivalentni se soustavou rovnic
P ty+z=2, (

(z—y)(z+y—-1) =0, (
(x—2)(z+2—-1)=0.

—
S Ot W~
S— o —

Nyni vyjdeme z rovnic (5) a (6), kde rozlisime jednotlivé mozné ptipady

(i) (y = ) A (# = z). Po dosazeni za y a za z do rovnice (4) dostavame
22 +22—2 =0, odkud z; = —1+V3ax,=—-1—+/3. Reéenimjsou v tomto
piipadé tedy trojice realnych &isel (z1,y1, 21) = (—14+v3; —1+v/3; —14++/3)
a (22,12, 22) = (-1 —v/3; =1 = V/3; =1 = /3).

(ii) (y =2)A (2 =1—x). Po dosazeni za y a za z do rovnice (4) zde dostavame
22 —1 = 0. Odtud mdme 3 = —1 a x4 = 1. ReSenim jsou tedy trojice
(73,93, 23) = (=15 —1;2) a (24, Y4, z4) = (1; 1;0).

(i) (y =1 —x) A (2 = z). Po dosazeni za y a za z do rovnice (4) dostavame
opét kvadratickou rovnici 22 — 1 = 0, odkud 25 = —1 a 25 = 1. Resenim
jsou zde tedy trojice (zs,ys,25) = (—1;2;—1) a (s, Y6, z6) = (1;0;1).

(iv) (y=1—2)A (2 =1—x). Po dosazeni za y a za z do rovnice (4) dostavame
nyni 22 — 2z = 0, odkud z7 = 2 a 23 = 0. V tomto piipadé jsou fesenim
trojice realnych Cisel (z7,yr7, 27) = (2; —1; —1) a (zs,ys, zs8) = (0; 15 1).
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ZAVER. Celkové jsme tak nasli 8 feSeni dané tlohy, viz pfipady (i)—(iv). Vzhle-
dem k tomu, Ze uvedené teSeni tlohy se opiralo vyhradné o ekvivaletni upravy,
zkouska neni povinnou soucasti feSeni.

2. ZPUSOB RESENI. Z rovnice (1) vyjadiime z = 2— 122 —y a dosadime v rovnicich
(2) a (3) tuto hodnotu za nezndmou z. Dostaneme tak nésledujici soustavu dvou
rovnic s neznamymi x, y

y+Q2-2 -y tr=2
-2 -yl +r+y=2

Po snadné tpravé obdrzime soustavu rovnic

(y—z)y+x—-1) =0, (7)
ot 4 2%y — 4+ +y* — 3y +2 = 0. (8)

S ohledem na faktorizovany tvar rovnice (7) rozlisime dale dva pfipady.
(i) Necht y = z. Po dosazeni za y do rovnice (8) pak dostavame
2t 4+22% — 322 — 20 4+2=0,

tj.

(2° + 22— 2)(z +1)(z — 1) =0,
odkud 1 = =14+ V3, 29 = =1 — /3, 23 = —1 a x4, = 1. Kofentim posledni
algebraické rovnice 4. stupné pak odpovidaji slozky Feseni y; = —1 + /3,
ys = —1—+/3,y3 = —1 ay, = 1 a vyuzitim vztahu z = 2—2? —y dostaneme
rovnéizlz—l—\/g, 22:—1—\/§, zz3=2az =0.

(ii) Necht y = 1 — . Po dosazeni za y do rovnice (8) nyni mame

zt — 223 — 2% + 22 =0,

tj.

(x4 1)(x—1)(z —2)z =0,
odkud x5 = —1, x4 = 1, x7 = 2 a g = 0. Kofentim posledni rovnice pak
odpovidaji slozky y5 = 2, ys = 0, y; = —1, ys = 1 a dale z; = —1, z5 = 1,
Z7 = —1, g = 1.

Uvedenym postupem jsme tak nasli stejnd feseni dané tlohy jako v prvnim
zpusobu feseni. S ohledem na pouzité ekvivalentni tipravy neni ani zde zkouska
povinnou soucasti feseni tulohy.
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Priklad 5

V oboru reédlnych ¢isel feste (cyklickou) soustavu rovnic

Pyt =2, (1)
y 2w =2, (2)
2ty =2 (3)

RESENT. Stejné jako v piedeslém pitkladu dostaneme odectenim rovnice (2) od
rovnice (1)
-2 —(r—2)=0

a dale po upravé pak rovnici
(x—2z)(z+2—-1)=0.
Odectenim rovnice (3) od rovnice (2) dostaneme podobné
(x—y)(x+y—1)=0.

Uvazujme nyni soustavu rovnic

2 +yP 4z =2, (4)
(z—y)(x+y—1) =0, (5)
(x—2)(z+2z—-1) =0, (6)

ktera je ekvivalentni s danou soustavou rovnic (1)—(3). Opét vyuzijeme faktori-
zovaného tvaru pravych stran rovnic (5) a (6) s nulovymi pravymi stranami, kde
rozlisime nasledujici ¢tyfi pripady:

(i) Necht (y = x) A (z = z). Po dosazeni za y a z z obou téchto vztaht do
rovnice (4) dostaneme nasledujici kvadratickou rovnici s neznamou x

202+ —2=0,

jejimiz redlnymi kofeny jsou ¢isla z1 = $(—14 V/17) a 2o = (=1 — V17).
Tém pak odpovidaji nasledujici dvé feseni dané soustavy rovnic

—1+V17T —1+V17 -1+ V17
($1,yl,z1): 4 ; 4 ; 1 )

—1—+17 =1 —-17 -1 - 17
(952792,22): 4 ; 4 ; 1 .
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(ii) Necht (y = z) A (2 = 1 — z). Pododné i zde dostaneme po dosazeni za y
a za z v rovnici (4) kvadratickou rovnici

22— —1=0

s koteny x3 = —% a xy = 1. Témto kofeniim pak odpovidaji nasledujici dvé
feseni dané soustavy rovnic

1 13
r3,Y3,23) = |—=;—=; = a T4, Ys,24) = (1;1;0) .
(23, Y3, 23) (2 22> (T4, Y25 22) = ( )

(iii) Necht (y =1 — x) A (2 = z). Podobné jako v pfedchozich dvou piipadech
dostaneme po dosazenim za y a z v rovnici (4) stejnou kvadratickou rovnici
jako v pfipadé (ii)

22> —x —1=0.
Kofentim x5 = —%, rg = 1 této kvadratické rovnice odpovidaji v tomto
pripadé dalsi dvé Teseni dané soustavy rovnic, a to

13 1
(5, Y5, 25) = <—§§ > —§> a (26, Y6: 26) = (1;0;1).
(iv) Konecné necht (y =1 —x) A (2 = 1 — ). Analogicky pak prejdeme k FeSeni
kvadratické rovnice
2a% — 31 =0,

jejimiz kofeny jsou reélna ¢isla 7 = 2 a x5 = 0. Jim pak odpovidaji posledni

2
dveé Teseni dané soustavy rovnic

3 1 1
(x7,y7,27) = (53 5 —5) a (vs,ys,28) = (0;1;1).

ZAVER. Danéa soustava rovnic ma celkem 8 realnych feseni, ktera jsou uvedena
v ptipadech (i)—(iv). Zkouska neni v tomto piipadé soucésti feseni, nebot jsme
pri feSeni ulohy nepouzili zadnou disledkovou tpravu.
Priklad 6

V oboru nezépornych realnych ¢isel feste (cyklickou) soustavu rovnic

a+b=:c?
b+c=d,
c+d=é
d+e=ad
e+a =0
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RESEN{. Pfedné si uvédomme, ze pokud néktera ze slozek feseni dané soustavy
rovnic je rovna 0, jsou i ostatni ¢tyfi slozky rovny 0. Nalezli jsme tak trivalni
feSeni (a,b,c,d,e) = (0;0;0;0;0) dané soustavy rovnic.

Dale predpokladejme, Ze abcde # 0 a hledejme vSechna feSeni dané tlohy,
jejichz slozkami jsou kladna realna cisla. K feSeni pouzijeme tzv. metodu ezx-
tremdlniho prvku. Oznaéme K = max{a,b,c,d,e} a L = min{a,b,c,d, e}. Pak
existuje ¢ € {1,2,3,4,5} takové, Ze x; + x;41 = K2, kde wg = x1. Plati tudiz

2K=K+K>z;+x,1 =K tj, 2K-K’=K(2-K)>0.
Protoze K > 0, je soucasné K < 2.

Soucasné ale existuje j € {1,2,3,4,5} tak, ze x; + x;,1 = L?, kde 24 = z;. Plati
tedy

2L=L+L<zj+wx;1=1L° tj 2L—L*=L(2-L)<0.
Vzhledem k tomu, ze také L > 0, je L > 2.
Celkové tak mame
2 < L =min{a,b,c,d, e} <max{a,b,c,de}=K <2, tj. 2<L<K<2.
Odtud plyne K = L, a tedy (a,b,c,d,e) = (2;2;2;2;2).

ZAVER. Déana soustava rovnic mé dvé feSeni v oboru nezapornych realnych
cisel; (a,b,¢,d,e) € {(0;0;0;0;0),(2;2;2;2;2)}.

Priklad 7

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

(z+y)° =z, (1)
v+ == 2
(z+2) =y. (3)

RESEN{. Pii feSeni dané soustavy rovnic opét vyuzijeme metodu extremdlniho
prvku (v tomto ptripadé mazimdiniho proku).

Snadno nejprve zjistime, ze dané soustava rovnic ma feseni (z, y, z) = (0;0;0).
Je-1i totiz nap¥. x = 0, pak z rovnice (2) plyne z = —y a po dosazeni do (3) mame
=y, tj.y+y =y?*+1) =0, odkud y = 0, a tedy i z = 0.

Déle necht xyz # 0. Bez ijmy na obecnosti miZzeme predpokladat, Ze napi.
x je nejvétsi ze slozek feseni dané soustavy rovnic, tj. ze plati x > y a soucasné
x > z. Z predpokladu = > y a dale vyuzitim rovnic (2) a (3) dané soustavy plyne

(y+2)* > (z+2)® aodtud po tpravé y > x.
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Je tedy x = y.
Podobné na zdkladé predpokladu x > z a vyuzitim rovnic (1) a (2) dané
soustavy dostaneme

(y+2)° > (x+y)? tedy z2>w

Odtud plyne z = z.

Celkové tedy mame z = y = z. Dosazenim za y a z z posledniho vztahu do
rovnice (1) dostaneme kubickou rovnici (algebraickou rovnici 3. stupné s redlnymi
koeficienty)

(27)® =2, a po tpravé pak rovnici z(82* — 1) =0,

ktera ma tii readlné kofeny: 0, i\/ﬁ a —i\/ﬁ. S ohledem na podminku xyz # 0
tak dostavame dalsi dvé nenulova feseni dané soustavy rovnic.

ZAVER. Dand soustava rovnic ma tii realna feSeni (x,y,z), a to (0;0;0),
(i\/i; i\/ﬁ; i\/i;) a (—i 2; —i\/_; —i 2;). Provedeni zde neni (s ohledem na
pouzity postup) soucasti feseni.

Néasledujici soustava je pro stredoskolaky nezvykla predevsim tim, Ze pocet
rovnic (podminek) je mensi nez pocet neznamych. K feseni nestandardnich tloh
tohoto typu lze mnohdy s vyhodou vyuzit specidlni metody a postupy.

Priklad 8

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

z24+y+z=23, (1)
2 +y?+ 22 =3, (2)

1. zpUsoB RESENI. Vynasobenim obou stran rovnice (1) ¢islem —2 a jejim se-
¢tenim s rovnici (2) dostaneme po snadné tpravé rovnici

(z—1P2+@y—17+(z—1)*=0,

kterda ma jediné feseni v oboru realnych ¢isel (z,y, z) = (1;1;1). Vzhledem k pro-
vedené dusledkové upravé je pifi tomto zplisobu feseni nutno provést zkousku.
Pomoci ni ovéfime, Ze nalezené trojice (1;1;1) je vskutku feSenim dané soustavy
rovnic.

ZAVER. Dand soustava rovnic ma pravé jedno feSeni v oboru redlnych ¢isel,
kterym je trojice (z,y, z) = (1;1;1).
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2. zPUSOB RESENI. Z rovnice (1) vyjadiime z = 3 — x — y a za z dosadime do
rovnice (2). Dostaneme tak

P+ +B—z—y)?=3.
Po provedeni naznacenych tprav postupné obdrzime
22% + 2% — 62 — 6y + 22y + 6 = 0,

(=12 +(y -1 +(x+y—2)?°=0.

Odtud plyne x = 1, y = 1 a vzhledem k pouzitému vyjadieni z = 3 — z — y je
z = 1. Nalezena trojice (z,y,2) = (1;1;1) je feSenim dané ulohy. Zkousku zde
neni nutno provadét, nebot v tomto postupu nebyla pouzita zaddné dusledkova
uprava.

3. zPUSOB RESENI. V nésledujicim feseni bude prezentovana metoda vyuzivajici
prostfedky analytické geometrie. Rovnice (1) v zadani je pak obecnou rovnici
roviny. Rovnice (2) je rovnici kulové plochy se stfedem v pocatku kartézského
soufadnicového systému Ozy a polomérem /3. Staci jen ovéfit, ze rovina dana
rovnici (1) je te¢nou rovinou ke kulové ploge dané rovnici (2) a jejim dotykovym
bodem je bod o soufadnicich [1;1;1].

4. zPUSOB RESENI vyuziva zndmou Cauchy—Schwarzovu nerovnost, viz napf. [20],
a to pro trojice (z,y, 2), (1,1,1) redlnych ¢isel. Pro uvedené dvé trojice redlnych
¢isel plati podle Cauchy—Schwarzovy nerovnosti

(P + P+ AP+ 1P +1) > (z-1+y-14+2-1)>2.

V nasem piipad€ nerovnost prechazi v rovnost, plati tudiz x = y = z = A. Odtud
pak mame x + y + z = 3\ = 3, a tudiz A = 1. Soustava méa tedy jediné realné
feSeni (x,y,2) = (1;1;1). Zkouska zde neni nutna.

Pti feSeni tloh (6)—(8) a rovnéz pii feseni nésledujicich ¢tyf aloh (9)—(12)
vyuzivame (kromé jinych metod) podstatnym zptisobem tzv. metodu nerovnosti
a odhad.

Priklad 9

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

207 + (y+2)? = 4 — 12, (1)
'+ 3y +1)? =t—2. (2)
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RESEN{. Levé strany obou danych rovnic nabyvaji evidentné nezdpornych hodnot,
proto staci najit vSechna ¢ € R, pro néz plati

(4—t2>0)A(t—2>0),
tj.
(—2<t<2)A(t>2).

Odtud bezprostiedné plyne ¢ = 2. Dale pak jiz snadno ziskdme z =0, y = —1 a
z = 1. Vzhledem k tomu, Ze soucasné splnéni obou nerovnosti je podminkou nut-
nou (nikoliv postacujici), je nutno presvédcit se zkouskou o spravnosti nalezeného
feSeni.

ZAVER. Jedinym FeSenim dané soustavy je ¢tverice (z,y, z,t) = (0;—1;1;2)
realnych cisel.

Priklad 10

V oboru kladnych realnych cisel feste soustavu rovnic

r+y+z=06, (1)
ryz = 8. (2)

RESEN{. UZitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem (AG ne-
rovnosti) pro trojici nezdpornych redlnych ¢isel z,y, z plati

r+y+=z

3 > Jryz.

Rovnost v ni nastane, prave kdyz r = y = z. Podle zadani tlohy vsak pro hledané
trojice kladnych realnych cisel x,y, z plati
Tyt z

2
3

> Yryz =2, (3)
V nerovnici (3) vSak nastane rovnost, a proto s ohledem na rovnici (1) je nutné
r=y=z=2

ZAVER. Zkouskou, kterd je zde soucasti feSeni, se snadno piesvédéime, Ze
jedinym FeSenim dané soustavy rovnic je trojice (x,y, z) = (2;2;2).
Priklad 11 (61. rocnik MO, 2011/2012, A-III-3)

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

' +y° +4 = byz, (1)
y*+ 22 +4 = 5z, (2)
2+ 2% +4 = bay. (3)
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RESENT. Nejprve odhadneme levou stranu prvni rovnice dané soustavy pomoci
nerovnosti 422 < x* + 4, ktera je splnéna pro libovolné redlné éislo x. Rovnost
v ni nastane, pravé kdyz a2 = 2, tj. pravé kdyz = v/2 nebo x = —v/2.

Dostaneme tak
4 +y* <z +y* +4=5yz.

Analogicky odhadneme také levé strany zbylych dvou rovnic této soustavy. Ob-
drzime tak nasledujici trojici nerovnic

42® +y* < Byz, (4)
4y* + 2* < bz, (5)
42% + 2% < 5ay. (6)

Jejich souctem dostaneme dale po snadné tpraveé nerovnici
4P+ 22 <azy4yz+zy. (7)
Po tpraveé této nerovnice dostaneme
(z—y)*+(y—2)°"+(z—2)"<0. (8)

Odtud plyne, ze v obou nerovnicich (7) a (8) nutné nastane rovnost, tj. plati
x =y = z. Rovnost musi ale platit také v kazdé z nerovnic (4)—(6). Odtud jiz
bezprostredné vyplyva

t=y=2=1v2 nebo z=y=z=—V2.

Zkouskou (zde je opét soucésti feSeni tlohy) se snadno presvédcime, Ze obé
nalezena feseni dané soustavé rovnic vyhovuji.

ZAVER. Dané soustava rovnic mé v oboru realnych ¢isel pravé dvé FeSeni,

kterymi jsou trojice (z,%, 2) € {(v2;vV2;v2), (—v/2; —v/2; —v/2)}.

Piiklad 12 (7. USAMO, 1978)

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna ¢isla které vyhovuji rovnicim

at+b+c+d+e= 8, (1)
a’ + b+ + d* +¢e* = 16. (2)

Urcete, jaké nejveétsi hodnoty mtze nabyvat e.

RESENT. Uzitim Cauchy-Schwarzovy nerovnosti pro ¢tvetice (1,1,1,1), (a,b, ¢, d)
realnych cisel dostavame

P+ + 12+ 1)+ +E+d*) > (a+b+c+d)>
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7, ptredeslé nerovnice a z podminek tlohy pak plyne

4(16 —€*) > (8 —e)?,  tj.  e(be—16) <0.

Resenim této nerovnice jsou vSechna readlna ¢isla e, pro néz plati 0 < e < 1—5?.

Nejvétsi mozna hodnota e za danych podminek je tedy 1—56. V pouzité nerovnosti
pak ovSem nastéava rovnost, a proto nutné a = b = ¢ = d. Z rovnice (1) odtud
_6

plynea=b=c=d=73.

ZAVER. Nejvétsi moznd hodnota e za danych podminek je tedy 1?6. Ji pak
odpovida pétice (a,b,c,d, e) = (g; g; g; g; 15—6) realnych c¢isel, kterd vyhovuji pod-

minkam tulohy.

Priklad 13
V oboru realnych ¢isel feste nasledujici cyklickou soustavu rovnic
1

T, — 33'_1 == 2$2a (1)
1
To — — = 233'3, (2)
)
1
T3 — — = 214, (3)
T3
Ly (4)
Ty — — = 271.
4 e 1

RESEN{. Vyuzijeme goniometrickou identitu

2 cotg 2a = cotga — ,
cotg «

ktera plati pro vsechna o # %’r, kde k£ € Z.

Ze zadéani ulohy je patrné, Ze vSechna z; (i = 1,2,3,4) jsou riznd od nuly.
Polozme nyni z; = cotg a, tj. vyuzivame zde tzv. goniometrickou substituci, kde
o € (0;4m) U (3m;7). Z rovnice (1) pak plyne z, = cotg2a. Analogicky z (2)
mame x3 = cotg 4, ze tfeti rovnice pak z, = cotg 8« a konecné z posledni rovnice
obdrzime x; = cotg 16«. Plati tudiz xy = cotga = cotg 16, tj. 16ac — o = km,
kde k je vhodné celé ¢islo, a tedy a = %lm, kde k=1,2,...,14.

ZAVER. ReSenim dané soustavy jsou tudiz vSechny ¢&tvetice (xy, 2, x3,24)
realnych cisel, pro néz plati

( )_< ‘ k. ; 2k ¢ 4k ‘ 8k:7r>
X1,T2,T3,T4) = C0g15,COg 15 ; cotg 15 ; cotg 15 )

kde kK =1,2,...,14. Zkouska zde neni nutna.

Poznamka. Vsimnéme si, ze slozky vSech feSeni dané soustavy tvori po dvou
navzajem ruzna redlna cisla a neexistuje pritom jeji feseni o stejnych slozkach,
coz je pri feseni cyklickych soustav rovnic zridka vidany jev.
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3. Metody reseni diofantovskych rovnic

V této Casti se seznamime se specidlnimi metodami feseni tzv. diofantovskych
rovnic algebraického typu, tj. algebraickych rovnic (popf. jejich soustav) s vice
neznamymi, které fesime zpravidla v oboru celych ¢isel (Z) nebo v nékteré jeji
vyznamné podmnoziné (N, Ny apod.). Pati{ mezi né kromé vSech metod pro feseni
soustav algebraickych rovnic uvedenych ve 2. kapitole dale nasledujici specialni
metody:

e metoda diskriminantu: 14 (1. zptsob FeSeni), 48 (nefesend uloha)

e metoda nekoneéného klesani: 15, 45 (nefesena tloha)

e metoda délitelnosti a Ciselnych kongruenci: 16, 17 (poznamka) a déle 44
(nefesend uloha)

e multiplikativni metoda: 17

Priklad 14

V oboru celych ¢isel feste (diofantovskou) rovnici o neznamych z, y
a4+ 1=1>2 (1)

1. zpUsoB RESENI. Danou diofantovskou rovnici (1) budeme fesit jako kvadra-
tickou rovnici s neznamou x (a celo¢iselnym parametrem y), tj.

4o+ (1-y*)=0. (2)

Pro diskriminant D této kvadratické rovnice plati D = 4y? — 3. Pro libovolné celé
Cislo y (y # 0), je D > 0. K tomu, aby kvadratické rovnice (2) méla celociselny
kofen je nutné, aby hodnota jeho diskriminantu byla druhou mocninou nékterého
pfirozeného ¢isla, tj. nutné plati 4y> —3 = m?, kde m je p¥irozené &islo. Po tipravé
posledniho vztahu tak dostaneme rovnici

4y —m? = (2y —m)(2y +m) = 3. (3)

Vzhledem k tomu, ze m je pfirozené cislo, je 2y—m < 2y-+m. Protoze prava strana
rovnice (3) je prvociselnou hodnotou, médme pouze dvé moznosti ke stanoveni
celociselnych hodnot zavorek na levé strané posledni rovnice, kdy

2y —m)2y+m)=3=1-3=(=3)-(—1).
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Uvazujme tak nasledujici dvé soustavy linearnich rovnic o neznamych y a m.
Prvni z nich

2y —m = 1,

2y+m =3
ma feSeni y = 1 a m = 1. Hodnota uvazovaného diskriminantu pro y = 1
je D = 1. Odpovidajici hodnoty neznamé v zadané diofantovské rovnici pro

nalezenou hodnotu y ziskdme po dosazeni za y = 1 do rovnice (1). Dostaneme
tak kvadratickou rovnici 22 + z = 0, jejimiz kofeny jsou 0 a —1.

Resenim druhé soustavy rovnic

2y —m = =3,
2u+m = —1
dostavame y = —1 a m = 1. Po dosazeni za y v (1) obdrzime tutéz kvadratickou

rovnici jako v pfedeslém piipadé, tj. 2% + x = 0.

ZAVER. Dand diofantovska rovnice mé tedy Ctyfi celociselnd FeSeni, kterymi
jsou dvojice (z;y) € {(0;1),(—1;1),(0; —1), (—1; —1)}. Zkouska zde neni nutna.

Pozndmka. Pti feSeni dané tlohy lze postupovat ponékud , pfimocareji“. Da-
nou rovnici lze totiz po upravé faktorizovat nasledujicim zptisobem:

(2r—2y+1)2x+2y+1)=-3,

odkud jiz obdobnym zptisobem ziskame vsechna feSeni dané rovnice.

2. zPUsOB RESENI. Pokud existuje urcité celociselné feseni (z,y), pak (z, —y) je
rovnéz fesenim dané rovnice. Miizeme se tudiz omezit na nalezeni vsech TeSeni
dané rovnice s nezdpornou celociselnou slozkou y. Rozlisime pritom nésledujici
Ctyti pripady:

(i) Necht x € N. Pak plati
<t trt+l=y> <2 +2r+1=(v+1)°. (4)

Vzhledem k tomu, ze x a +1 jsou po sobé jdouci prirozena ¢isla, neexistuje
zadné celé nezaporné ¢islo y, které by spliiovalo nerovnosti (4).

(ii) Necht z = 0, pak y = 1 nebo y = —1.

(iii) Necht x = —1, je opét y = 1 nebo y = —1.
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(iv) Necht koneéné = € Z a soucasné x < —2. Pak plati

(z+1)P2=2+2r+1<2°+z2+1=1y*<2?
<1

Protoze mezi druhymi mocninami dvou po sobé jdoucich celych ¢isel nelezi
na Ciselné ose zadna dalsi druh& mocnina nékterého celého ¢isla, neexistuji
celd ¢isla z,y (r < =2, y > 0), kterd by soucasné spliiovala nerovnosti

(x+1)% <y? < 2®

Poznamka. K témuz zavéru dojdeme také za pouziti substituce z = —ux,
kterd prevadi zkoumany ptipad (iv) na pfipad (i). Detailni ovéfeni pone-
chavame ctenafi.

Dospéli jsme tak ke stejnému zavéru jako v pripadé prvniho zptisobu feseni této

tulohy.

Pti feseni nasledujici tlohy je prezentovana tzv. Fermatova metoda nekonec-
ného klesini (Fermat’s infinite descent method). S jejim podrobnym popisem
zaloZenym na ziejmé skutecnosti ze neezistuje nekonecna klesajici posloupnost
nezapornych celych ¢isel se mizete podrobnéji sezndmit napi. v [1] nebo v [3].

Priklad 15

V oboru celych nezapornych cisel feste rovnici

2?4+ 2y =427 (1)

RESEN{. Snadno se vidi Ze trojice (z,y, z) = (0;0;0) je feSenim dané diofantovské
rovnice. Uzitim (Fermatovy) metody nekonecného klesani, viz napf. [1] ukdZeme,
Ze tato rovnice nema jina feSeni v oboru celych nezapornych cisel.

(i) Pokud z = 0, je rovnéz z = y = 0.

(ii) Je-li = 0, dostavame po upravé diofantovskou rovnici
Y =223, (2)

Ukézeme, Ze jedinym FeSeni rovnice (2) v oboru celych nezapornych ¢isel je dvojice
(y,2) = (0;0). K tomu vyuzijeme tzv. metodu nekonecného klesini. Piedpokla-
dejme, Ze existuje uspofadanéd dvojice (y, z) prirozenych ¢isel vyhovujici rovnici
(2), pak ale y je sudé ¢islo, tj. y = 2y;, pfic¢emz y; < y. Dosazenim za y do (2)
pak mame

8ys = 213, t]. 4o = 23

25



Odtud plyne, Ze i z je sudé ¢islo, tj. z = 227 (21 < z). Dosazenim za y = 2y, a
z = 2z v rovnici (2) dostaneme po snadné tpravé rovnici

yi =223 . (3)

Vzhledem k tomu, ze neexistuji nekoneéné klesajici posloupnosti (y;) a (z;) pri-
rozenych cisel, dostavame se do sporu s predpokladem existence dvojice (y, 2)
pfirozenych vyhovujicich rovnici (2). Nutné tak plati y = z = 0.

(i) Analogicky (metodou nekone¢ného kleséni) lze rovnéz ukazat, ze pokud

y =0, je také x = z = 0.

Predpokladejme konecné, Ze existuje trojice (x,y, z) pfirozenych Cisel, ktera
spliiuje rovnici (1). Pak ale x je sudé ¢islo, tj. = 2x; (z; < z). Dosazenim do
rovnice (1) dostaneme po tpravé

4a3 + 9 = 22°. (4)

Odtud plyne, ze také y je sudé ¢islo, tj. y = 2y, kde y; < y. Opétovnym dosaze-
nim za y do rovnice (4) dostaneme po upravé rovnici

203 + 4y = 23 (5)

Odtud podobné mame z = 2z; (z; < z). Dosazenim za z,y i z do rovnice (1)
vidime po jeji tpravé, ze také trojice pfirozenych ¢isel (xy, 11, 21) je TeSenim (1)
a celou tvahu bychom mohli zopakovat.

Predpokladejme, zZe existuje ,netrivialni“ feseni dané rovnice, tj. feseni, v némz
je aspon jedna slozka prirozené cislo a pritom nejmensi mozna. Protoze vSak nee-
xistuji nekonecéné klesajici posloupnosti (z;), (y;), (2;) pfirozenych ¢isel, neexistuje
feseni s odpovidajici nejmensi moznou slozkou, ktera je pfirozenym cislem. Proto
neexistuje zZadné netrividlni feseni (z,y, z) rovnice (1) v oboru pfirozenych cisel.

ZAVER. Jedingm feSenim dané rovnice (1) v oboru celych nezépornych ¢isel
je tedy trojice (z,y,z) = (0;0;0).

Piiklad 16 (Shortlist 11. MMO, 1969)
V oboru celych nezapornych cisel feste rovnici
2’4y + 2% = 19697
RESENI. Pouzijeme zde metodu délitelnosti. Cislo 1969% dava pii déleni deviti

zbytek 4. Zkoumejme tedy nejprve, jaké zbytky dava pii déleni deviti ¢islo a®
(tzv. kubické zbytky). Rozlisime nésledujici t¥i pfipady:
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o Jeli v = 3k (k € Ny), je 23 = 27k% = 9 - 3k, a jeho kubicky zbytek je
tedy 0.

o Jelliz=3k+1 (keNy),jex®=27k3+27k* + 9k + 1, proto jeho kubicky
zbytek je 1.

o Jelliz =3k —1(k € N), je x® = 27k% — 27k? + 9k — 1, a jeho kubicky
zbytek je 8.

Ke stejnému vysledku dospéjeme pii vySetfovani kubickych zbytk u druhého a
tretiho s¢itance na levé strané dané rovnice. Oznacime-li nyni uvazované kubické
zbytky scitanct 22, y*, 2® po fadé r,, r,, r,, snadno nahlédneme, zZe soucet

e +7y + 72

nemiize pro zadnou trojici moznych kubickych zbytkt z mnozZiny {0, 1, 8} nabyvat
hodnoty 4.

ZAVER. Dand diofantovskd rovnice nema feSeni v oboru celych nezapornych
Cisel.

Piiklad 17 (44. roénik MO, 1994/1995, C-S-1)

V oboru nezapornych celych ¢isel feste soustavu rovnic

a+ bc = 3c, (1)
b+ ca = 3a, (2)
¢+ ab = 3b. (3)

RESENT. Nejprve se uvédomme, ze pokud by nékterd ze slozek fefeni (a, b, c) je
rovna 0, jsou rovny 0 i zbylé dvé slozky. Tim jsme nasli feSeni (a, b, c) = (0;0;0).

Predpokladejme tedy déle, Ze a, b, ¢ > 0. Danou soustavu rovnic (1)—(3) upra-
vime na tvar

a=c(3-0), (4)
b=a(3—-2c), (5)
c="b3—a). (6)

Vynésobenim rovnic (4)—(6), tj. uzitim multiplikativni metody dostaneme s ohle-
dem na podminku abc # 0 po tpravé jedinou rovnici

B-a)3-b)(B—c)=1. (7)

Kazdy z ¢initelii na levé strané (7) miize vSak nabyvat pouze celodiselné hod-
noty, tj. 1 nebo —1. Probranim vsech ¢ty moznych pripadt najdeme dalsi reseni
v oboru pfirozenych &isel, a to (a, b, c) = (2;2;2).
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Poznamka. Jiny mozny postup vyuziva délitelnosti v oboru celych ¢isel. Z rov-
nic (4)—(6) totiz plyne (c|a) A (a|b) A (b]¢), odkud pFimo plyne a = b = c.

ZAVER. Dané soustava rovnic mé dvé feSeni v oboru celych nezdpornych ¢isel,
ato (a,b,c) =(0;0;0) a (a,b,c) = (2;2;2). S ohledem na pouzity postup zkouska
neni nutna.

28



3. Neresené soustavy algebraickych rovnic

Priklad 18 (25. ro¢nik MO, 1975/1976, B-11-3b)

V oboru kladnych realnych cisel feste cyklickou soustavu rovnic

1
l’1+—:2,
)

1
x2+__2a
T3
1
l‘3+—:2
Zq

[Resent: (21,12, 23) = (1;1;1).]
Priiklad 19
V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

T+ 2y + 3z = 28,
2%+ y* + 2* = 56.

[Resent: (z,y, 2) = (2;4;6).]

Priklad 20

V oboru kladnych realnych ¢isel feste soustavu rovnic

a+b+c+d=12,
abed = 27 + ab + ac + ad + be + bd + cd.

[Reseni: (a,b,c,d) = (3;3;3;3).]

Priklad 21 (Svédska MO, 1989)

V oboru kladnych realnych ¢isel feste soustavu rovnic

x4y + 22 =3,
y—+2°+2° =3,
24+ a2 +9% =3

[Resent: (z,y,2) = (1;1;1).]
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Piiklad 22 (31. roénik MO, 1981/1982, A-11-2)

Urcete vSechny n-tice (z1, s, ..., x,) kladnych redlnych ¢isel, které vyhovuji

soustaveé rovnic

1
$1+3§'2—|—.. —|—3§'n21,
1 2
—+—+...+—=n’(n+1)
X X2 n

Reseni: x; =

Piiklad 23 (57. roénik MO, 2007/2008, A-II1-1)

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

r+yt =y’
y+a® ="

Resent: (z,9) € {(0;0), (3(1+ V5); 5(1+V5)), (4(1 - vB); 4(1 - VB) }.

Priklad 24 (61. roénik MO, 2011/2012, A-S-1)
V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

x4+ 3y = 4y3,
y + 3z = 423

[ Soustava rovnic ma 9 feSeni, kterymi jsou nasledujici usporadané dvojice (x,y):
) (_1;_1)7 (%\/ﬁ,-%\/ﬁ), (—%\/ﬁ,%\/i),

1-1VE), (G- 1VRL+1V)

(=3 +3vhi—i—1VB), (i -3Vhi—i+1Vh)]

—~
W=~
_|_
W= ~—
>

Piiklad 25 (62. OM, Polsko, 2010/2011, 11-1)
V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

(x —y)(@®+y°) =1,
(z+y)(=* —y°) = 3.

Reseni: (z,y) = (4%/3’ _%) a(z,y) = (_%;

)]

iy
w
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Piiklad 26 (63. OM2, Polsko, 2011/2012, II-1)

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

a@+b=c,
b +ec=d,
AE+d=a,
d*+a=b.

[Reseni: (a,b,c,d) € {(0;0;0;0), (vV2; —v2;v2; —v2), (—vV2;V2; —v2;V2)}.]

Piiklad 27 (62. OM, Polsko, 2010/2011, I1-1)

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

(z —y)(@® +¢°)

7,
(z+y) (= —y°) = 3.

Resent: (z,y) = (4%/3, —%) a(z,y) = (—%; %)}
Priklad 28 (19. roénik OJM?3, 1979/1980)
V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

2x + xy = v,
2y + 1%z = z,

2z 4+ 22x = 1.
[Reseni: (z,y, 2) = (tg %’r;tg 2kT“;tg 4’“7”), kde k = —3,-2,—1,0,1,2,3, viz [22].]

Piiklad 29 (19. Matematicky duel, 2011)

V oboru realnych ¢isel reste soustavu rovnic

ot +1 = 2yz,
y*+1 = 222,
241 = 2ay.

[Resent: (z,y,2) € {(1;1;1),(=1;-1; =1)}.]

20limpiada Matematyzcna
30lympiade junger Mathematiker der DDR
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Piiklad 30 (59. OM, Polsko, 2007/2008, I-1)

V oboru realnych c¢isel ¢isel soustavu rovnic

z° = 5y3 —4z,
Y’ = 52° — dx,
2% = ba® — 4y.

[Soustava rovnic mé 5 FeSeni: (z,y,2) € {(—2;—-2;-2), (—1;—-1;-1), (0;0;0),
(1;1;1), (2;2;2)}.]

Piiklad 31 (20. Matematicky duel, 2012)

V oboru celych cisel cisel feste soustavu rovnic

T+ - =z,
Y
4
y_'__:xa
z
6
z——=y
x

[ Soustava rovnic mé 8 feSeni: (x,y, z) € {( 3;1;—-1),(2;1;4), (-2;2;—1), (3;2;4),
(3; =15 1), (=25-1;-4), (2, =2;1), (=3; )}]

Piiklad 32 (16. Matematickd soutéz Polsko—Rakousko, 1992/1993)

V oboru realnych cisel ¢isel soustavu rovnic

2} 4y =3z +4,
2y + 2z = 6y + 6,
323+ =92+8.

[Resent: (z,y,2) = (2;2;2).]

Piiklad 33 (14. Matematicka soutéz Polsko—Rakousko, 1990/1991)

V oboru realnych cisel ¢isel soustavu rovnic

(2% — 6z + 13)y = 20,
(y* — 6y + 13)z = 20,
(22 — 62 + 13)z = 20.

[Resent: (z,y,2) = (4;4;4).]
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4. Neresené diofantovské rovnice

Piiklad 34 (18. Matematicky duel, 2010)
Urcete vSechny dvojice (a, b) pfirozenych ¢isel, které vyhovuji rovnici

4% =" +7.

[Resent: (a,b) = (2;3).]

Piiklad 35 (19. Matematicky duel, 2011)
Urcete v8echny dvojice (x,y) ptirozenych ¢isel, které vyhovuji rovnici

(z +y)* =109 + zy.

[Resent: (z,y) € {(5;7), (7;5)}.]
Priklad 36 (1. Cesko—polsko—slovenskd matematicka soutéz juniort, 2012)

Urcete v8echny trojice prvodisel (p, ¢, 7), které vyhovuji rovnici

P +pg+q* =r*+3.

[Resent: (p,q,7) = (2;2;3).]

Priklad 37
V oboru celych ¢isel feste rovnici

[Reseni: (z,y) € {(10;10), (6;30), (30;6), (4; —20), (—20;4)}.]

Priklad 38
V oboru prirozenych c¢isel feste rovnici
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Priklad 39

V oboru celych cisel feste rovnici
r+y+ay=4.
[Resent: (z,y) € {(4;0), (0;4), (—2; =6), (=6; —2)}.]
Piiklad 40 (61. roénik MO, 2011/2012, B-S-1)
V oboru celych ¢isel feste rovnici
Py ety =4.
[Resent: (z,y) € {(1;1), (1;-2), (=25 1), (-2 -2)}.]
Priklad 41
V oboru celych nezapornych cisel feste rovnici
l+o+a2+2°2=2v.
[Resent: (z,y) € {(0;0),(1;2)}.]
Piiklad 42 (45. Béloruskd MO, 1995)
V oboru celych ¢isel feste rovnici
2% 4 y® = 8%
[Resent: (z,y) € {(2%;0), (0;2%)}.]
Priklad 43
V oboru celych cisel feste rovnici
(zy —7)* = 2 + >
[Reseni: (z,y) € {(3;4),(4;3),(0;7),(7;0)}.]
Priklad 44 (5. USAMO, 1976)
V oboru celych nezapornych c¢isel feste rovnici
a? 4+ b 4 = d*b?.
[Reseni: (z,y,z) = (0;0;0).]
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Piiklad 45 (25. roénik MO, 1975/1976, A-1II-1)

Urcete v8echny trojice (z,y, z) celych ¢isel, pro néz plati
2?4+ y* =322,
[Reseni: (z,y,z) = (0;0;0).]

Priklad 46 (8. USAMO, 1979)

V oboru celych nezapornych cisel feste rovnici
r]+ a5+ ... +af, =1599.

[Rovnice nemé feSeni v oboru celych nezapornych ¢isel. |

Priklad 47

Urcete vSechna celociselna feSeni rovnice
(@2 +1)(y* + 1) +2(z — y)(1 —2y) = 4(1 +zy).
[Resent: (z,y) € {(1;0), (=3;2), (0; —1), (=2;3)}.]

Piiklad 48 (50. Béloruska MO)

Urcete vSechna celoéiselna feSeni rovnice
y(x? 4+ 36) + 2(y* — 36) +y(y — 12) = 0.

[Resent: (x,y) € {(0;0),(0;6), (=8;—2), (1;4), (4;4)}.]

Priklad 49

V oboru prirozenych c¢isel feste rovnici
3 — P =2y +61.
[Reseni: (z,y) = (6;5).]

Priklad 50

V oboru prirozenych c¢isel feste rovnici
2% + 20 +2¢ =27,
[(a,b,c,d) € {(n,n,n+1,n+2),(n,n+1,n,n+2),(n+1,nnn+2)} neN]
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